ASIMPTOTE FUNKCIJA
Nas savet je da najpre dobro proucite grani¢ne vrednosti funkcija.

Neki profesori vole da asimptote funkcija ispituju kao ’ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti”, pa
kako oni rade tako i vi...

Jo§ jedna stvar, neki profesori ne ispituju horizontalnu asimptotu kao posebnu, ve¢ to odrade u sklopu kose
asimptote. Mi ¢emo pokusSati da vam objasnimo svaku asimptotu posebno.

Dakle: Asimptota je prava kojoj se funkcija priblizava u beskona¢no dalekoj tac¢ki. Postoje tri vrste asimptota:
- vertikalna
- horizontalna
- Kkosa
- vertikalna

Potencijalna vertikalna asimptota se nalazi u prekidima iz oblasti definisanosti. Ako je recimo tacka
x = O prekid, moramo ispitati kako se funkcija “ ponasSa “ u nekoj okolini te tacke, pa trazimo dva

limesa:
lim f(x) i lim f(X) Ako suresSenja ova dva limesa +oo ili - c© onda je prava x =®
X—0+¢&,kade—0 X—0-¢,kade—0

vertikalna asimptota, a ako dobijemo neki broj za reSenje, onda funkcija tezi tom broju ( po ipsilonu)
Pazite: Za svaki prekid mora da se traze oba limesa, osim mozda ako funkcija nije negde definisana.
- horizontalna

Ovde trazimo dva limesa: lim f(x) i lim f(x).

X—>+00
Ako kao reSenje dobijemo neki broj , recimo a, onda je y = a horizontalna asimptota, a ako dobijemo
+o0 ili - oo onda kazemo da nema horizontalna asimptota.

- kosa
Kosa asimptota je prava y =kx +n

k=i % i n=lim[ () —kx]

Naravno, potrebno je raditi ove limese 1 za +o iza - oo, naro¢ito kod slozenijih funkcija,jer se
moze desiti da nema ove asimptote sa obe strane...

AKO IMA HORIZONTALNE ASIMPTOTE U JEDNOM SMERU x ose (+c© ILI —o),
KOSE ASIMPTOTE U TOM SMERU NEMA!




Pre nego krenemo sa izradom zadataka, podsetimo se kako se trazi oblast definisanosti

1. OBLAST DEFINISANOSTI FUNKCLJE:

Ako je data racionalna funkcija p(x daje Q(x)%0
AQ onda je Q(x

Ako je data In X, ondaje X>0
Ako je data X, ondaje X 20
Ako je data 3\/? , onda je svuda definisana

Funkcija e* je svuda definisana.

Ako je data arcsin X onda je -1<X<+1

Ako je data arctg X onda je svuda definisana

ZADACI

1. Nadji asimptote sledecih funkcija:

a) _ X+l
y x-1
x* -1
b) y: x-1
V) y= x? —4
1-x?
Resenja:
a) X+1
= x-1
vertikalna

Funkcija je definisana za x—1# 0 to jest X #1 .To nam govori da je x = 1 vertikalna asimptota. TraZimo sada 2
limesa:

X+1 1+1 . . . . W 2 2
= = pazi: samo dole menjamo 1+ ¢, jer nam gore to nista ne zna¢i = —= —=+o©

x—1 l+e-1 +e 40

x—1+¢&,kade—0

lim

Xx+1 141 2 _. o STA OVO ZNACI KONKRETNO NA GRAFIKU? POGLEDAJMO:

x—1 l-e—-1 -¢

Xx—1—¢,kade—0

lim




#yﬂ

x=1

\ 4

. X+1 .. .. . o
11m—1 =+o00 Ovo je Zuta crta na grafiku, a znaci da kada se x priblizava 1 sa pozitivne strane(+¢ ) da
X —

X—l+&,kade—0

funkcijay tezi +o.

. X+1 . .. o qey .
hm—1 =- o Ovo je crvena crta na grafiku, a znac¢i da kada se x priblizava 1 sa negativne strane (-&) da
X —

X—1—¢,kade—0

funkcija y tezi - .

Horizontalna:

. X+1 y v o1 . . .
lim ——=1, StoznaCidaje y=1 horizontalna asimptota i da kose nema! Na grafiku:

X—>*+oo X —_
AY I
x=1

y=1 1

\ 4




2 2 _ _
limX 4_1-4 :—32—3=- ( zuta crta na grafiku)
X=1 1l+e-1 +& +0

X—l+&,kade—0

2 2 _ _
i I :—32—3=+oo ( crvena crta na grafiku)
Xx-1 1l-¢-1 -¢ -0

X—1-¢,kade—0

lim

horizontalna asimptota:

2 —
lim
x>t X —1]

= to0 Ovo nam govori da nema horizontalne asimptote pa moramo traziti kosu!

kosa asimptota:

Kosa asimptota je prava y =kx +n

k= lim i) i n= lirP[ f(x)—kx]

X—>to0 X

k=lim —X=1 = jim - —4 (pogledaj fajl grani¢ne vrednosti funkcija, zadaci (i deo))

2_ 2_ _ _ 2_ _ 2 _
n=lim [  (x) —kx] = ng{x 4—1x}= 1im[x 4 - X(x D}zlim{w}zlirp[x—ﬂzl

X—1 X—>F0 X—1 X—>to0

Sada k 1 n zamenimo u formulu: y=kx +n idobijamo daje y=x+1 kosa asimptota

Akyl /

y=x+1

x=1




x> —4
1-x?

v) y=

Funkcija je definisanaza 1 - x> #0 tojest 1-X)(I1+X)#0 tojest x=1 i Xx#-I
Ovo znaci da moramo traziti ¢etiri limesa, za +1 1 za —1 sa “obe” strane.
X’ -4 x* -4

=lim
1-x* (1=x)1+X)

X—l+¢ kade—0 x—l+&,kade—0

lim

1> -4 -3 -3
= = =+o00 (plava crta)
A-0+e)d+1+e) (1-1-£)2 (—¢)2

X*—4 x> —4 1>-4 -3 -3
> =lim = = = —=-0 (crvena crta)
1-xX 1-x0+x) (I-(1-&)d+1-&) (A-1+¢)2 &2

X—>l-¢.kade—0 x—1-¢,kade—0

lim

x> -4 x*-4 (-1)° -4 =3 -3 .
> =lim = = =—=-00 (Zuta crta)
1-x A=x)1+x) (A-=(-1+&)d+(-1+¢&)) 2-&)e 2¢&

x——l+¢,kads—0 x——1+&,kads >0

lim

. x*—-4 . x?—4 _ (—1)2—4 _ -3 -3
lim =lim = = =
1—x? A=x)1+x) (A=(-1-&e)d+(-1-¢)) Q+e)-¢) 2(-¢)

X—>—1-¢ kade—0 x——l—g,kads—0

=+ oo ( zelena crta)

horizontalna asimptota:

Xlirgo )1(2_;? :_% =-1 paje y=-1 horizontalna asimptota pa kose asimptote nema.
L4
x=-1 x=1
1 p 1 >y

= Pazi , pametno je dole izraz napisati kao razliku kvadrata, pa tek onda menjati...=




2. Nadji asimptote sledecih funkcija:

a) y=e*
1

b) y=xe*

Resenja:

a) y=ex

Funkcija je definisana za X # 0 , pa je x = 0 potencijalna vertikalna asimptota.

1 1

lime*x =% =e¢"™ =0  (crvena crta na grafiku)

Xx—0+¢&,kade—0

1 1
limex =e%¢ =e* =0 Stasad ovo znadi? Trebali smo da dobijemo + ili — beskona¢no...

X—0-¢,kade—0

Ovo znaci da kada x tezi nuli sa leve, negativne strane, funkcija tezi nuli, Sto na grafiku prikazujemo STRELICOM.

horizontalna asimptota:

1 1
lime*x=e* =¢’ =1

X—>+00

1 1

lime*=e—= =e’ =1 Dakle y =1 je horizontalna asimptota!
y AI
1 y=1
X
4 >




1

b) y=xeX

Funkcija je definisana za X # 0 , pa je x = 0 potencijalna vertikalna asimptota.

1 1
lim xe* =(0+¢&)e® =000 a ovo je neodreden izraz! Ideja je da iskoristimo Lopitalovu teoremu, ali pre toga

X—>0+¢

moramo ’prepraviti’ funkciju da bude oblika 9 ili *.
o0
1

. < . ex . v . 0 i .
lim xe* = lim T Ako ovde zamenimo da x tezi nuli, dobijamo , pa smemo da koristimo Lopitalovu teoremu
o0

X—0+¢& X—0+&

1

X
1
1 ~ 1
1 ox e* (- 3) ! il
lim xe* = lim — = traZimo izvod gore, izvod dole, posebno= lim — X = lime* =e% =e™ =oo(Zuta
X—0+& X—0+& 1 X—0+¢& 1 X—0+¢&,kade—0
X X’
crta)
1 L
lim xe* =(0—g)e =000=0 (strelica)
X—=0-¢

horizontalna asimptota:

1 1

lim xe; :oooeg =00on —wo]l =
X—>+00

1 1

lim Xe; = —Oooeg :—oOoeo =—wo]l=—m
X—>—0

Dakle, nema horizontalne asimptote, pa moramo potraziti kosu:

Kosa asimptota je prava y=kx +n

k=lim i = lim[f(0)-kx]
X—>to0 X X—>+o0
1
" TR
= tim P 1im X2 _ fimex —e® —e® =1

X—>to0 X X—>+oo X X—>too

1
n=lim[ f(X)—kx] = lim[xe* —1x]= lim x[e* —1]= sli¢an trik kao malopre, da bi mogli da upotrebimo Lopitala...

X—>to0

=1
ex _1 0 et (=32 o
= sada je ovaj izraz oblika — trazimo izvode= lim —2—=lime* =e~ =¢’ =1

X—>Fo0 0 X—>+00 X—>to0

X X2




Dobili smo kosu asimptotu y = x +1

ﬁ‘ﬂ y 4
y=x+1
1
1 -
>0 "
4
T .. X—2
3. Nadji asimptote funkcije: y =
X* +4
Resenje:

Posto je izraz X* +4>0 za svako x, funkcija je svuda definisana, a to nam govori da ona nema vertikalnih
asimptota!

horizontalna asimptota:

lim %: limx;zél: limx;z4 PAZI ! Posto smo dole dobili apsolutnu vrednost, moramo
X2t Ix2 44 X—>+00 X—>+0
‘/x2(1+?) X (HF)

odvojiti limese za + 1 za — beskonac¢no!

limx;zé‘=l
x,/(1+—2)
X
im X222 _

T oxfar
X

Vrlo neobi¢na situacija koja se ipak javlja kod korenih funkcija:




KAJl X TEZI + BESKONACNO HORIZONTALNA ASIMPTOTA JEy = 1
KAJ] X TEZI - BESKONACNO HORIZONTALNA ASIMPTOTA JEy = -1

Na slici bi to izgledalo ovako:

y

y=1

<V

X—2

4. Nadji asimptote funkcije: y=1In
X+1

Najpre kao 1 uvek moramo ispitati oblast definisanosti:

X;? >0 Najbolje je da idemo preko tablice: (pogleda;j fajl sa nejednacinama iz prve godine)
X+

— -1 | -1 2 12 + o0
X-2 - - .
x+1 - + +
X—2 s - +
X+1

Ovo nam dakle govori da je funkcija definisana VX € (—o0,—1) U (2,90), to jest izmedju —1 12 je NEMA!

| — x=2

/




To znaci da ¢emo traziti za x = 2 limes samo sa desne strane, a za X = -1 samo sa leve strane!

lim In X=2
X—>2+& X+1

2+g—2_
2+1

=[Kako je In neprekidna funkcija, ona moze da zameni mesto sa lim |=

In In0 = —oo (crvena crta)

lim lnx_zzln —1=2 :ln_—3=1noo:oo(zelenacrta)
x>-le X +1] —l-e+1 —&

\ Y

[ —x=2

/

horizontalna asimptota:

X—2

lim In T = In lim X—_? =Inl1=0 Dakle y =0 (x- osa) je horizontalna asimptota.(plave crtke)
X—>to0 X _+_ X—>to0 X _+_

x=-1" X=2

I
|
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