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GRANICNE VREDNOSTI FUNKCIJA

zadaci Il deo

U slede¢im zadacima ¢emo koristiti poznatu grani¢nu vrednost:

s X

=8-1=8

. sinX .. e ey
lim =1| ali 1 manje “varijacije
X=>0 X
. sinax . sin" ax
lim =1 1 lim =
x=0  ax x—0 (ax)n
Zadaci:
1) Odrediti sledece grani¢ne vrednosti:
. sin4X
a) lim ;
X—0 X
. tgx
b) llmg—;
Xx—=>0 X
. 1—cosX
v) lim —
X—0 X
. _sinX—sina
g) lim 202504,
X—a X—a
ReSenja:
. sin4x . . . 4sin4x . sin4X
a) lim ;(1 gore i dole dodamo 4) = lim =4-lim
x—0 X x—0 4x x=>0  4X
ey oo 4 . .. sInax
Ovde smo “ napravili” i upotrebili da je lim =1
x—=>0  gx
sin X
. togx o . . sinx 1 . |sinx| 1 ) 1
b) 11mi = lim €98 X _ |im . =lim . =liml-
x>0 X x>0 X x>0 X cosX 0| X | cosXx x>0 cosX
. 1 1 1
=1-lim =1 =1--=1
x>0 cOs X cos0 1
l-cosx . e, o .. .
v) 1 m —— = iskoristicemo formulu iz trigonometrije: 1—cos X =2sin 5
X—> X
.2 X .2 X .
2sin’ = 4sin® = sin® =~
=lim 5 2 - (i gore i dole dodamo 4)=1im2- > 2 —8.[lim 22
X—0 X X—0 X X—0 X
4 @
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_sinX-—sina

g) lim = —— = iskoristi¢emo formulu ( pogledaj PDF fajl iz II godine )
X—a X—a
sin A—sin B =2cos A+B sin A; B
X+a . X—a
2 cos sin
=lim 2 —malo prisredimo...
X—a X — a
. X
: x+a |S : X+a
=limcos . =limcos 1=
Xx—a 2 X—a X—a
2
2a
= Cos = cos; =cosa

2) Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:

sin4x

a) lim——;
)XHOVX+1—1

X
COS —

b) lim
X=>r X — T

3

v) lim sin(1-X)

x—1 \/__1 ’

sin 4X ) . L
lim————— = najpre racionalizacija
0 X+1-1

~lim sin4x '«/X+1+1_
0UX+1-1 Jx+1+1
. sin4x-(\/X+1+1) ) sin4x-(\/x+1+1)
=lim = lim
X

x—0 X+1-=1 x—=0

sad i gore 1 dole dodamo 4

4sin4x(Vx+1+1) S dx

=lim =lim4
x—0 4x x—0 4x

:4(\/E+1)=4-2=8

(Vx+T+1)=lim4-1-(Vx+1+1) =
X—0
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b)
X
COS—
lim—2 = ovde éemo najpre uzeti smenu: X—7 =t,,pakad X > 7,ondat—>7—-7 =0, dakle
X=>n X — 7T
V4
cos t+x COS( + j —sin—
. 2 . 2 .. V4 .
lim =lim =lim——= (jerje cos[—+aj=—sma )
t—0 t t—0 t t>0  t 2
sin t sin t
gim—2 = fim|—2| Lo L
t—0 t>0 2| t 2
2.— A
2 2
v)
. sin(1—-X) . . .
lim——=———+= = najpre racionalizacija

x—1 \/;_1
hmsm(l—x) &+1 =hms1n(l—x)(\/;+l) = sada smena X—1=t, kad x—>1tadt—>0

! \/;_1 ‘\/;-f-l ! X—1

— lim sinCO(Vt+1+1) — lim —sin)(V+1+1) __fjm /S0t (VE+T+1)

t—0 t t—0 t t—0 t

:—ltirr011-<\/t+1+1):—(1+1):—2

U sledeé¢im zadacima ¢emo Koristiti:

lim(1+l) =e | lim(1+Lj =e
X—o0 X X—00 aX

Jo$ nam treba i Cinjenica da je €* neprekidna funkcija i vazi:

] lim f (%)
lime'® =g~
X—a

3) Odrediti sledeée grani¢ne vrednosti:

a) lim[l +§j ;
X—00 X

b) 1im(x—+1j :

x—o| X —]

¢) lim x(In(x+1) —In x);
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ReSenja:

a)

X—00

X

lim(l+éj = [im 1+%

lim(1+§j =ovde gde je 3 mora biti 1, pa ¢emo 3 ‘spustiti’ ispod x
X

X—>00 X X—>00
3
3
X X3 X
3
lim(1+éj = lim 1+l ==lim 1+l =|lim 1+l =e
X—>00 X X—00 5 X—>00 X X—>00 X
3 3 3
b)
_(x+1Y . . .
hm(—lj =trik: u zagradi ¢emo dodati 1 1 oduzeti 1 =
X—>»00 X_
lim(1+—x+l—lj =lim(1+—x+1_l(x_l)j - im(1+x+1_x+1
X—>00 X—1 X—o0 X—1 X—o0 X—1
x=1 2
X Tﬁx
: . 1 : 1
=lim|1+—| =lim|1l+——| =lim| 1+—— =
X—>0 X—1 X—>0 -1 X—»o0 Xx—1
2 2
2x
x—1 2x x—1 [x-1
2 x-l 2
1 1 ﬁ imz—x
=lim| [+— =|lim| 1+— =limex! =g~ 1 =¢’
X—0 Xx—1 X—>0 —1 X—>00
2 2
v)

lim x- (In(X +1)— In X) = lim{x-In > 11 =
X—0 X—>00 X

( poSto je In neprekidna funkcija i ona moZe da zameni mesto sa lim )

:1n1im(5+1] :lnlim(
X—0 X X X—0

Ovde smo koristili pravila(pogledaj II godina logaritmi): InA - InB = lng

In lim (X—“]
X—0 X

lim1In (X—“j -
X—00 X

I+—

1] =lne=1

X

i

= sad kod X u eksponentu pomnozimo i podelimo sa3

N-lnA=mnA"
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4) Odrediti sledece grani¢ne vrednosti:

a) lin3(1+3tgzx)°tgzx =9

1
b) lim(cos X)sin"* = ?
x—0

ReSenja:

a) 1ir13(1+3tg2x)°tgzx =9

2

lim(1+ 3t ") = lim(1+ 3-— L) = lim(1 + )"
x—0 X—0 Ctg X

X—=0 Ctg X
3
lim(1+— ™" i1+ ——) * * [l S5
mi(l+ = lim(1+ =lim(1 +
x—0 Ctg 2 X x—0 Ctg 2 X x—0 Ctg 2 X
3 3 3

1
b) lim(cos x)sin’* =2
X—0

Najpre ¢emo dodati i oduzeti jedinicu...

1 1
lim(cos X)s"* = lim(1 + cos X —1)sin’
X—0 Xx—0

. .. . .2 X
Dalje moramo upotrebiti formulicu: 1-cos X = 2sin’ >



www.matematiranje.com

sin® X
1 1 1 1
lim(cos X)s"** = lim(1+cos X —1)s*"* = lim(1—(1—cos X)) * :lim(l—ZSinzZ s — Jim 19 1 =
x—0 x—0 x—0 x—0 2 x—0 1
.9 X
2sin® =
1 1
sin’x 4sinzlcos25
2 2
) 1 . . 2 X X, . 1 ) 1
=lim| 1+ ={formula sin® x=4sin> =cos’ =} =lim| 1+ =lim| 1+
X0 E' 1 27 x0 1 X0 1
.o X .2 X .2 X
2sin” — 2sin” — 2sin” —
2 2
-1
1 2&:0s25
2sin25 2
2
lim——
. 1 X‘)OZCO 2X 71
=|lim| 1+ =e 2=g?2
Xx—0 1
.o X
2sin® =

Ko je upoznat sa Lopitalovom teoremom moze ove zadacice reSavati i na drugi nacin:

a) lirr(}(1+3tgzx)°tgzx =97

Ceo limes obelezimo sa nekim slovom, recimo A i elenujemo ga:
lin(}(1+3tgzx)°tgzx N /In

Inlim(1+3tg %)% = In A

limIn(1 + 3tg %)% = In A

lirr(}ctgzx-ln(1+3tgzx) =InA

lim 12 In(1+3tg°x)=1n A
x—=0 tg X
2
lingw =InA sad na levoj strani upotrebljavamo Lopitalovu teoremu
X— g X
1 //L

2 2
lirr(} 1+3tg~x COS"X _ A

2tg 5

cos” X
3

lim————= —>—:lnA—>—:lnA—>lnA:3—>-A:e3
x>0 1+ 3tg°X 1+3tg°0 1




www.matematiranje.com

1
b) lim(cos X)sin"* = ?
X—0

1
ling(cos X)X = A /1n

1
In lirr(}(cos X)sin'x =In A

1
ling In(cos X)sn"* =In A

lim——;

In(cosX) =InA
x>0 81N~ X

. In(cos X
1111'1% =
x>0 gin” X

L sin)

lim €08 X =InA

X0 ZMCOS X

lim > =nhA—> >
x>0 2 oS~ X 2cos 0

InA na levoj strani Lopital...

—_

=lnA—>_—1:lnA—>_—1=1nA—> A=g 2
2.1 2

Vi naravno radite kako zahteva vas profesor...

Kao $to vidite, Lopitalova teorema je elegantan nacin da se dodje do reSenja kod odredjivanja grani¢nih vrednosti

8

funkcija. Ali pazite, ona radi samo u situacijama Py 1 —.
e8]

5) Odrediti sledece grani¢ne vrednosti:

a) limx’Inx

Xx—0

b) limXx-ctg2x

X—0

ReSenja:

a) limx’Inx

Xx—0

Ako zamenimo da X teZi nuli , dobijamo : lim X*Inx=0"-In0=0-(—o0)

Ovo je neodredjen izraz a ne smemo koristiti Lopitalovu teoremu . Sta uraditi?



www.matematiranje.com

Moramo prepraviti funkciju od koje trazimo limes da bude oblika 9 ili 2.

o0
. 2 . Inx . v . ..

hng X" Inx= hngT = ako ovde zamenimo da x tezi nuli , dobijamo:

X2
limx* In X = limln—x = In0 S , pa moZemo koristiti Lopitala...
x—0 x—0 | 1 o0

X0

1
- 2

lim I x = fim X i 800" iy X X X
x—0 x—0 1 x—0 1 x—0 —2 x—0 _2X x—0 —9

%%
b) ling X-Ctg2x
Slican trik kao u prethodnom primeru...

! 2
‘ TanZoy 2
lim - ctg2x = lim S92X ( )= 1im 92Xy sin®2x —_p, 2X (O
X—>0 x50 1 x>0 1., x—0 1 x>0 8in* 2x 0
< ) -
X X X
Opet koristimo Lopitalovu teoremu...
2 2\

tim—2%— = ) tim )iy A .. S N S

, : - ; (
x->08in*2x 0" x>0 (sin’2X)" *02sin2X-cos2X-2 x>0 /I/sm2x cos2X x>0sin2X-cos2X 0

Auuu, opet Lopital...

. X 0, .. 1
lIim———— = (=) =lim— - =
x-08in2X-cos2X 0 x>0 [(sin2X)“cos2X+sin2X-(cos2X)’]
. 1 ) 1 1
lim - - =lim 5 — = 5 — =
x=0 [cos2X-2-c0s2X+sin2X-(—sin2X)-2] x>02-.cos”2X—2sin"2X 2-co0s°2-0—2sin"2-0
1 1 1

T 2.c0520-2sin’0 2-1-0 2

Ovaj zadatak bas ispade tezak, zar ne?
Al to je zato $to ne razmisljamo, ve¢ odmah krenemo u rad...

Evo kako bi moglo prostije:
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: : : 1 : 22 0 1
limx-ctg2x =limx- ! =lim X =(9)=hm—=hmCOS X_ o8 O=—
X—0 x>0 tg2x  o0tg2x 00 xo0 1 ’ x>0 2D 2 2

cos? 2x

Dakle, prvo pogledajte malo zadatak, analizirajte, pa onda Krenite na reSavanje...



